Θέμα 1Α1) Το σημείο τομής 
[image: image1.wmf](

)

o

o

o

o

z

y

x

Q

,

,

=

 πρέπει να ικανοποιεί τις εξισώσεις και των δύο ευθειών, δηλαδή: 
[image: image2.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

=

Þ

ï

î

ï

í

ì

-

=

-

=

-

-

=

-

Þ

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

-

=

-

=

-

-

=

-

0

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

o

o

o

z

y

x

y

x

z

x

y

y

z

x

y

x

z

x

y

x

 .

Θέμα 1Α2) Η 
[image: image3.wmf](

)

1

e

 γράφεται: 
[image: image4.wmf]1

0

1

1

1

1

-

=

-

-

=

-

z

y

x

. Άρα ένα διάνυσμα παράλληλο στην 
[image: image5.wmf](

)

1

e

 είναι το 
[image: image6.wmf](

)

1

,

1

,

1

1

-

=

d

 .

Η 
[image: image7.wmf](

)

2

e

 γράφεται: 
[image: image8.wmf]1

0

1

1

1

1

-

=

-

=

-

z

y

x

. Άρα ένα διάνυσμα παράλληλο στην 
[image: image9.wmf](

)

2

e

 είναι το 
[image: image10.wmf](

)

1

,

1

,

1

2

=

d

 . Έστω 
[image: image11.wmf](

)

z

y

x

Q

,

,

=

 τυχαίο σημείο του ζητούμενου επιπέδου
[image: image12.wmf](

)

p

, τότε το 
[image: image13.wmf](

)

o

o

o

o

z

z

y

y

x

x

Q

Q

-

-

-

=

,

,

 κείται επί του επιπέδου αν 
[image: image14.wmf](

)

(

)

1

0

,

2

1

=

´

d

d

Q

Q

o

 . Είναι: 


[image: image15.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

p

z

x

z

x

z

y

x

z

z

y

y

x

x

k

i

k

j

i

o

o

o

:

1

0

2

1

2

0

2

,

0

,

2

,

,

1

,

1

0

2

,

0

,

2

,

,

,

1

2

2

1

1

1

1

1

1

2

1

=

-

Þ

=

+

-

-

Þ

Þ

=

-

-

-

Þ

=

-

-

-

-

Þ

+

-

=

-

=

´

d

d

 Θέμα 1Α3) Η ευθεία 
[image: image16.wmf](

)

d

 γράφεται: 
[image: image17.wmf]2

1

1

3

1

1

6

1

2

-

=

-

-

=

-

z

y

x

 , άρα ένα διάνυσμα παράλληλο στη 
[image: image18.wmf](

)

d

 είναι το 
[image: image19.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

2

1

,

3

1

,

6

1

n

 . Έστω 
[image: image20.wmf](

)

z

y

x

Q

,

,

=

 τυχαίο σημείο του ζητούμενου επιπέδου 
[image: image21.wmf](

)

p

, τότε το 
[image: image22.wmf](

)

o

o

o

o

z

z

y

y

x

x

Q

Q

-

-

-

=

,

,

 κείται επί του επιπέδου αν 
[image: image23.wmf](

)

(

)

p

:

1

3

2

0

2

3

1

6

1

0

2

1

,

3

1

,

6

1

,

0

,

1

,

1

0

,

-

=

+

-

Þ

Þ

=

+

-

-

-

Þ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

Þ

=

z

y

x

z

y

x

z

y

x

n

Q

Q

o


Θέμα 1Β) Είναι 
[image: image24.wmf](

)

(

)

1

1

,

1

,

1

1

0

1

0

1

1

a

k

j

i

k

j

i

c

b

=

=

+

+

=

-

-

=

´

. Ακόμα 
[image: image25.wmf](

)

(

)

x

c

b

x

a

x

a

x

«

=

´

¾

¾

®

¬

=

«

^

0

,

0

,

1

 συνεπίπεδο με τα 
[image: image26.wmf]c

b

,

 .

Θέμα 2Α) Είναι 
[image: image27.wmf](

)

.

9

0

9

1

9

9

2

2

2

2

-

³

Þ

³

+

Þ

+

=

+

Þ

=

-

+

z

z

z

y

x

z

y

x

 Η (1) είναι εξίσωση παραβολοειδούς εκ περιστροφής. Τομές κάθετες στον άξονα 
[image: image28.wmf]z

z

'

 (για 
[image: image29.wmf]9

-

³

z

 ) είναι κύκλοι ακτίνας 
[image: image30.wmf]9

+

z

. 

[image: image31.jpg]



Ακόμα, 
[image: image32.wmf](

)

(

)

(

)

4

0

4

2

4

4

2

2

2

2

£

Þ

³

-

-

Þ

-

-

=

+

Þ

=

+

+

z

z

z

y

x

y

x

z

. Η (2) είναι εξίσωση παραβολοειδούς εκ περιστροφής. Τομές κάθετες στον άξονα 
[image: image33.wmf]z

z

'

 (για 
[image: image34.wmf]4

£

z

) είναι κύκλοι ακτίνας 
[image: image35.wmf]z

-

4

.

[image: image36.jpg]



[image: image37.jpg]50

0

0

Eil

10

-0

il

a0




Θέμα 2B1) Η σφαίρα 
[image: image38.wmf](

)

(

)

(

)

4

1

2

1

2

2

2

=

-

+

-

+

-

z

y

x

 έχει κέντρο 
[image: image39.wmf](

)

1

,

2

,

1

K

 και ακτίνα 
[image: image40.wmf]2

=

R

. Το επίπεδο 
[image: image41.wmf]m

z

y

x

3

=

+

-

 έχει κάθετο διάνυσμα το 
[image: image42.wmf](

)

1

,

1

,

1

-

=

n

 με αντίστοιχο μοναδιαίο το 
[image: image43.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

Þ

-

=

=

3

1

,

3

1

,

3

1

1

,

1

,

1

3

1

*

*

n

n

n

n

. Η απόσταση του κέντρου 
[image: image44.wmf](

)

1

,

2

,

1

K

 από το δεδομένο επίπεδο, βρίσκεται ως εξής: Έστω 
[image: image45.wmf](

)

z

y

x

P

,

,

 τυχαίο σημείο του επιπέδου, τότε η ζητούμενη απόσταση 
[image: image46.wmf]d

 είναι η προβολή του 
[image: image47.wmf]QP

 επί του 
[image: image48.wmf]*

n

, οπότε προκύπτει από το μέτρο του εσωτερικού τους γινομένου. 
[image: image49.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

3

1

1

1

2

1

1

,

*

×

-

+

-

×

-

+

×

-

=

=

z

y

x

n

QP

d

 . Το 
[image: image50.wmf](

)

z

y

x

P

,

,

 ως σημείο του δεδομένου επιπέδου, ικανοποιεί την εξίσωση αυτού. Δηλαδή 
[image: image51.wmf]m

z

y

x

3

=

+

-

. Άρα η (1) γίνεται 
[image: image52.wmf](

)

2

3

3

1

2

1

3

m

m

d

=

-

+

-

=

 .

i. Για να εφάπτεται το επίπεδο στη σφαίρα πρέπει: 
[image: image53.wmf]3

2

3

3

±

=

Þ

±

=

Þ

=

Þ

=

m

R

m

R

m

R

d

 .

ii. Για τομή σφαίρας και επιπέδου πρέπει: 
[image: image54.wmf]3

2

3

2

3

3

3

3

<

<

-

Û

<

<

-

Û

<

Û

<

Û

<

m

R

m

R

R

m

R

m

R

d

 .

Θέμα 2B2) Για 
[image: image55.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

Î

=

3

2

,

3

2

1

m

 σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα, το επίπεδο τέμνει τη σφαίρα. Για 
[image: image56.wmf](

)

3

1

2

=

¾

¾

®

¾

=

d

m

. Έστω 
[image: image57.wmf]r

 η ακτίνα και 
[image: image58.wmf](

)

o

o

o

z

y

x

Q

,

,

 το κέντρο του κύκλου που παράγεται από την τομή. 

[image: image155.wmf] 

R

 

d

 

  r

 

Ίχνος 

επιπέδου

 

σφαίρα

 

Κ

 

Q

 

Είναι
[image: image59.wmf](

)

1

3

2

2

2

2

2

2

2

2

=

Þ

-

=

-

=

Þ

+

=

r

d

R

r

d

r

R

.  

Το 
[image: image60.wmf]Q

 βρίσκεται σε απόσταση 
[image: image61.wmf]3

=

d

 από το 
[image: image62.wmf](

)

1

,

2

,

1

K

 επί του 
[image: image63.wmf]*

n

. Δηλαδή:        
[image: image64.wmf]Þ

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

×

-

=

×

=

*

*

n

d

KQ

ή

n

d

KQ



 EMBED Equation.3  [image: image65.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

Þ

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

-

-

=

-

-

=

-

-

-

-

=

-

=

-

-

-

1

,

1

,

1

1

,

1

,

1

3

1

3

1

,

2

,

1

1

,

1

,

1

1

,

1

,

1

3

1

3

1

,

2

,

1

o

o

o

o

o

o

z

y

x

ή

z

y

x



[image: image66.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

=

=

Þ

0

,

3

,

0

,

,

2

,

1

,

2

,

,

o

o

o

o

o

o

z

y

x

ή

z

y

x

.

Για  
[image: image67.wmf]1

=

m

 η εξίσωση του επιπέδου είναι 
[image: image68.wmf])

(

:

3

p

=

+

-

z

y

x

 . 

Για 
[image: image69.wmf](

)

(

)

3

2

1

2

2

,

1

,

2

,

,

=

+

-

Þ

=

o

o

o

z

y

x

 άρα το 
[image: image70.wmf](

)

)

(

2

,

1

,

2

p

Î

.

Για 
[image: image71.wmf](

)

(

)

3

3

0

3

0

0

,

3

,

0

,

,

¹

-

=

+

-

Þ

=

o

o

o

z

y

x

 άρα το 
[image: image72.wmf](

)

)

(

0

,

3

,

0

p

Ï

.

Οπότε 
[image: image73.wmf](

)

2

,

1

,

2

=

Q

.

Θέμα 2B3) Τα σημεία 
[image: image74.wmf](

)

z

y

x

P

,

,

 του κύκλου της τομής ικανοποιούν ταυτόχρονα τις εξισώσεις: 
[image: image75.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

4

2

2

1

3

4

1

2

1

2

2

2

2

2

2

=

-

+

+

-

+

-

¾

¾

¾

¾

®

¾

î

í

ì

=

+

-

=

-

+

-

+

-

x

y

y

x

z

y

x

z

y

x

z

ή

tou

apaloif

Για τη προβολή 
[image: image76.wmf](

)

1

1

1

,

,

'

z

y

x

P

 του σημείου 
[image: image77.wmf](

)

z

y

x

P

,

,

 στο επίπεδο 
[image: image78.wmf]xOy

 ισχύει:


[image: image79.wmf](

)

2

0

1

1

1

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

=

=

=

z

y

y

x

x

. Από (1),(2)(
[image: image80.wmf](

)

(

)

(

)

4

2

2

1

2

1

1

2

1

2

1

=

-

+

+

-

+

-

x

y

y

x

.

Θέμα 3Α) Έστω ότι το 
[image: image81.wmf](

)

5

,

7

,

7

,

1

-

-

 είναι γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων βάσης του 
[image: image82.wmf]2

V

. Δηλαδή υπάρχουν 
[image: image83.wmf]R

z

y

x

Î

,

,

 ώστε: 
[image: image84.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

+

-

-

=

+

+

=

-

-

-

=

+

+

Þ

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

+

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

5

7

3

7

2

1

3

5

7

7

1

1

1

1

1

1

1

0

1

1

3

2

3

z

y

x

z

y

x

z

x

z

y

x

z

y

x

 αδύνατο γιατί 
[image: image85.wmf]7

1

-

¹

-

.

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία αποδεικνύουμε ότι και το 
[image: image86.wmf](

)

5

,

9

,

9

,

3

-

 δεν γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων βάσης του 
[image: image87.wmf]2

V

. Άρα μια βάση του υπόχωρου: 
[image: image88.wmf]{

}

2

2

1

1

2

1

2

1

:

V

u

V

u

u

u

V

V

Î

Î

+

=

+

kai

 είναι η 
[image: image89.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

1

,

1

,

1

,

1

,

1

,

1

,

0

,

1

,

1

,

3

,

2

,

3

,

5

,

9

,

9

,

3

,

5

,

7

,

7

,

1

2

1

-

-

-

-

-

-

-

=

+

V

V

.

Επομένως 
[image: image90.wmf](

)

5

dim

2

1

=

+

V

V

. Ακόμα 
[image: image91.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

dim

dim

5

3

2

dim

dim

dim

dim

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

=

Ç

Þ

Ç

+

=

+

Þ

Ç

+

+

=

+

V

V

V

V

V

V

V

V

V

V


Θέμα 3Βi) Ο επαυξημένος πίνακας του συστήματος είναι 
[image: image92.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

¾

¾

¾

¾

¾

¾

®

¾

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

®

¾

¾

¾

®

¾

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

¾

¾

®

¾

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

®

¾

¾

¾

¾

¾

¾

®

¾

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

¾

¾

®

¾

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

G

-

G

®

G

G

+

G

®

G

G

-

®

G

G

«

G

G

-

G

®

G

G

-

G

®

G

G

«

G

l

m

k

m

l

l

m

l

k

m

l

l

l

k

l

m

l

l

m

l

k

l

m

k

l

m

l

k

2

0

0

0

0

2

3

1

0

2

3

5

7

0

1

3

4

6

2

0

2

3

1

0

1

2

3

1

3

4

6

2

0

2

3

1

0

1

2

3

1

2

3

1

0

3

4

6

2

0

1

2

3

1

1

1

2

1

1

0

7

3

1

2

3

1

1

1

2

1

1

2

3

1

1

0

7

3

2

1

1

2

3

3

2

2

3

2

1

3

3

1

2

2

2

1

3

,

2

,

3

E


Πρέπει 
[image: image93.wmf](

)

1

0

2

=

-

-

l

m

k

 , αλλιώς το σύστημα είναι αδύνατο. Για 
[image: image94.wmf]0

2

=

-

-

l

m

k

 το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής 
[image: image95.wmf](

)

(

)

R

w

z

w

z

w

z

w

z

w

z

y

x

Î

-

+

-

+

-

-

=

,

,

,

2

3

,

5

7

2

3

,

,

,

m

l

l

m

.

Θέμα 3Βii) Για 
[image: image96.wmf](

)

(

)

0

1

2

3

2

1

,

1

,

3

,

,

=

-

-

=

-

-

Þ

=

l

m

k

m

l

k

. Άρα η 
[image: image97.wmf](

)

1

 ικανοποιείται και το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής 
[image: image98.wmf](

)

(

)

w

z

w

z

w

z

w

z

y

x

,

,

2

3

,

5

7

1

,

,

,

-

+

-

=

 με 
[image: image99.wmf]R

w

z

Î

,

.

Θέμα 4i) Είναι 
[image: image100.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

3

,

2

1

0

3

2

0

2

0

1

3

2

0

2

0

0

1

3

0

2

2

2

0

det

3

2

1

2

=

=

=

Þ

Þ

=

-

-

Þ

=

-

-

-

Þ

=

-

-

-

Þ

=

-

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

I

A

Για
[image: image101.wmf]:

2

2

1

=

=

l

l



 EMBED Equation.3  [image: image102.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

1

1

0

,

0

0

1

1

,

1

,

0

0

,

0

,

1

,

,

,

,

,

,

0

0

2

2

0

2

1

2

1

3

2

1

2

2

1

3

2

1

2

3

2

1

3

2

3

2

1

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

Þ

-

+

=

Þ

Þ

-

=

Þ

ï

î

ï

í

ì

-

=

Î

Î

Þ

î

í

ì

=

+

=

+

Þ

=

-

x

x

l

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

R

x

R

x

x

x

x

x

x

I

A

                        

Για
[image: image103.wmf]:

3

3

=

l



 EMBED Equation.3  [image: image104.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

0

1

2

0

,

1

,

2

,

,

0

,

,

2

,

,

0

2

0

0

0

2

2

0

3

2

3

2

1

2

2

3

2

1

3

2

2

1

3

3

3

2

1

3

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

Þ

=

Þ

Þ

=

Þ

ï

î

ï

í

ì

=

Î

=

Þ

ï

î

ï

í

ì

=

-

=

=

+

+

-

Þ

=

-

x

l

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

R

x

x

x

x

x

x

x

x

x

I

A

                

Ο πίνακας 
[image: image105.wmf]P

 με στήλες τα 
[image: image106.wmf]3

2

1

,

,

x

x

x

, δηλαδή ο 
[image: image107.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

0

1

0

1

1

0

2

0

1

P

 διαγωνοποιεί τον 
[image: image108.wmf]A

. Είναι 
[image: image109.wmf]{

}

1

3

2

1

,

,

-

×

×

=

P

diag

P

A

l

l

l

.                  
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Θέμα 5Β) Είναι:
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