
Γπαμμική Άλγεβπα – Εξεηαζηική Φεβποςάπιορ 2010 
Ομάδα Α – Λύζειρ 

 
Θέμα 1 
Α) Τα δύν ζεκεία Α(0,0,1) θαη Β(2,0,0), επεηδή βξίζθνληαη ζην επίπεδν, νξίδνπλ δηάλπζκα 

𝛢𝛣      =  2,0, −1  παξάιιειν πξνο ην επίπεδν. Επίζεο ην δηάλπζκα 𝑢  = (0,1,0) είλαη παξάιιειν 

ζην επίπεδν. Τα 𝛢𝛣       θαη 𝑢   δελ είλαη ζπγξακκηθά, άξα: 𝑛  = 𝐴𝐵      × 𝑢  = (1,0,2) είλαη θάζεην ζην 

επίπεδν. Παίξλνπκε θαη ην ζεκείν Α θαη ε εμίζσζε ηνπ επηπέδνπ είλαη: 𝑥 + 2 𝑧 − 1 = 0 ⇒

𝑥 + 2𝑧 − 2 = 0  

 
Β)  𝜀1 : 1 − 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 − 1  𝑢1     = (−1,1,1)  𝐴(1,0,1) 

 𝜀2 : 2 − 𝑥 = 𝑦 − 1 = 𝑧  𝑢2     = (−1,1,1)  𝐵(2,1,0) 
 

Γηα λα είλαη νη δύν επζείεο παξάιιειεο πξέπεη ηα 𝑢1     , 𝑢2      λα είλαη ζπγξακκηθά. Τα 𝑢1     , 𝑢2      είλαη 

ζπγξακκηθά γηα: 𝑢1     = 𝜆 𝑢2     , 𝜆 = 1, άξα νη δύν επζείεο είλαη παξάιιειεο. Επίζεο γηα 𝑥 = 1 ζηελ 
𝜀2 παίξλνπκε 𝑦 = 2, 𝑧 = 1, άξα νη δύν επζείεο δελ ηαπηίδνληαη. 

Γηα ην επίπεδν ζα πάξνπκε ην δηάλπζκα 𝛢𝛣      = (1,1, −1) θαη έλα από ηα 𝑢   θαη κε εμσηεξηθό 

γηλόκελν έρνπκε ην θάζεην, ζην επίπεδν, δηάλπζκα 𝑛  = 𝐴𝐵      × 𝑢1     = (2,0,2). Παίξλνπκε θαη ην 

ζεκείν Α θαη ε εμίζσζε ηνπ επηπέδνπ είλαη: 2 𝑥 − 1 + 2 𝑧 − 1 = 0 ⇒ 2𝑥 − 2 + 2𝑧 − 2 = 0 ⇒

𝑥 + 𝑧 − 2 = 0  

 

Γ)  𝑐 : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧 = 9, 𝑥2 +  𝑦 − 1 2 = 1 
 

Γηα 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧 = 9 έρνπκε: 

Τνκέο κε επίπεδα: 𝑧 = 0 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 9 Κύθινο 

 𝑥 = 0 ⇒ 𝑦2 = 9 − 𝑧 Παξαβνιή 

 𝑦 = 0 ⇒ 𝑥2 = 9 − 𝑧 Παξαβνιή 

Τνκέο κε άμνλεο:  
𝑥 = 0
𝑦 = 0

 ⇒ 𝑧 = 9,  
𝑥 = 0
𝑧 = 0

 ⇒ 𝑦 = ±3,  
𝑦 = 0
𝑧 = 0

 ⇒ 𝑥 = ±3 

Η επηθάλεηα είλαη έλα θπθιηθό παξαβνινεηδέο. 
 

Η 𝑥2 +  𝑦 − 1 2 = 1 είλαη νξζόο θύιηλδξνο κε άμνλα ηελ επζεία 𝑥 = 0, 𝑦 = 1, 𝑧 = 𝑡 
0 ≤ 𝑦 ≤ 2, −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 

 
Τν ζρήκα είλαη: 

 



Γηα λα βξνύκε ηελ πξνβνιή ηεο θακπύιεο (c) κε ην επίπεδν yOz πξέπεη λα απαιείςνπκε ηελ 
κεηαβιεηή x από ηηο εμηζώζεηο ηεο θακπύιεο θαη ζηε ζπλέρεηα ζα πάξνπκε ηελ εμίζσζε πνπ 
ζα βξνύκε κε ην επίπεδν x=0 πνπ ζα νξίδνπλ ηελ πξνβνιή. 

 𝑥
2 = 1 −  𝑦 − 1 2

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧 = 9
 ⇒ 1 −  𝑦 − 1 2 + 𝑦2 + 𝑧 = 9 ⇒ 2𝑦 + 𝑧 = 9  

2𝑦 + 𝑧 = 9
𝑥 = 0

0 ≤ 𝑦 ≤ 2
⇒ Η πξνβνιή ηεο (c) είλαη επζύγξακκν ηκήκα. 

 
 

Μηα λέα παξάζηαζε ηεο θακπύιεο σο ηνκή δύν επηθαλεηώλ είλαη ε εμίζσζε ηνπ επηπέδνπ πνπ 
βξήθακε καδί κε ηελ εμίζσζε ηνπ θπιίλδξνπ. 

2𝑦 + 𝑧 = 9

𝑥2 +  𝑦 − 1 2 = 1
 

Μηα παξακεηξηθή ηεο παξάζηαζε είλαη: 𝑥 = cos 𝑡 , 𝑦 = 1 + sin 𝑡 , 𝑧 = 7 − 2 sin 𝑡  

 
Θέμα 2 

𝐴 =  
2 1 0
0 1 2
0 0 0

  

 
i) Γηα λα βξνύκε ηηο ηδηνηηκέο παίξλνπκε: 

  𝛢 − 𝜆𝛪 = 0 ⇒  
2 − 𝜆 1 0

0 1 − 𝜆 2
0 0 −𝜆

 = 0 

  2 − 𝜆  1 − 𝜆  −𝜆 = 0 ⇒ 𝜆 𝜆 − 1  𝜆 − 2 = 0 
 𝜆 = 0, 𝜆 = 1, 𝜆 = 2 
 

Γηα ι=0 έρνπκε: 

 2𝑥1 + 𝑥2 = 0 ⇒ 𝑥1 = −
1

2
𝑥2

𝑥2 + 2𝑥3 = 0 ⇒ 𝑥2 = −2𝑥3

 ⇒  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =  𝑥3 , −2𝑥3 , 𝑥3 = 𝑥3 1, −2,1 , 𝑥3 ∈ ℝ ⇒ 𝑋1 =  
1

−2
1

  



Γηα ι=1 έρνπκε: 

 𝑥1 + 𝑥2 = 0 ⇒ 𝑥1 = −𝑥2

𝑥3 = 0
 ⇒  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =  −𝑥2 , 𝑥2 , 0 = 𝑥2 −1,1,0 , 𝑥2 ∈ ℝ ⇒ 𝑋2 =  

−1
1
0

  

 
Γηα ι=2 έρνπκε: 

 𝑥2 = 0
𝑥3 = 0

 ⇒  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =  𝑥1 , 0,0 = 𝑥1 1,0,0 , 𝑥1 ∈ ℝ ⇒ 𝑋3 =  
1
0
0
  

 
ii) Μηα δηαγσλνπνίεζε ηνπ Α είλαη: 

 𝛥 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 0,1,2 ,   𝑃 =  
1 −1 1

−2 1 0
1 0 0

  

 

iii) 𝛢27 = 𝑃𝛥27𝑃−1, άξα κηα δηαγσλνπνίεζε ηνπ 𝛢27 είλαη: 

 𝛥27 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 0,1, 227 ,   𝑃 =  
1 −1 1

−2 1 0
1 0 0

  

 
iv) 𝑓 𝜆 = 𝒳𝛢 𝜆 ∙ 𝜋 𝜆 + 𝜐 𝜆  
 𝑓 𝜆 = 𝜆27 , 𝒳𝛢 𝜆 = 𝜆 𝜆 − 1  𝜆 − 2 = 𝜆3 − 3𝜆2 + 2𝜆 
 

Γξάθνπκε ην ππόινηπν ζηε κνξθή 𝛼𝜆2 + 𝛽𝜆 + 𝛾. Άξα έρνπκε: 

 𝜆27 = 𝒳𝛢 𝜆 ∙ 𝜋 𝜆 + 𝛼𝜆2 + 𝛽𝜆 + 𝛾 
Σηε ζπλέρεηα αληηθαζηζηνύκε ηηο ηδηνηηκέο ζηελ εμίζσζε γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ηα α,β,γ. 

Γηα 𝜆 = 0 ⇒ 𝛾 = 0 
Γηα 𝜆 = 1 ⇒ 𝛼 + 𝛽 = 1 ⇒ 𝛼 = 1 − 𝛽 

Γηα 𝜆 = 2 ⇒ 227 = 4𝛼 + 2𝛽 = 4 − 4𝛽 + 2𝛽 = 4 − 2𝛽 

 ⇒  
𝛽 = 2 − 226

𝛼 = 226 − 1
  

      
Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ 𝑓 𝜆  ην ι κε ην Α ζα έρνπκε: 

 𝛢27 = 𝒳𝛢 𝛢 ∙ 𝜋 𝛢 +  226 − 1 𝛢2 +  2 − 226 𝛢 θαη επεηδή από ην ζεώξεκα Cayley-Hamilton 

𝒳𝛢 𝛢 = 0 ⇒ 𝛢27 =  226 − 1 𝛢2 +  2 − 226 𝛢  

 
Θέμα 3 

Α) 𝑉1 =   𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 : 𝑥 = 2𝑦, 𝑧 + 𝑤 = 0 =   2𝑦, 𝑦, −𝑤, 𝑤 : 𝑦, 𝑤 ∈ ℝ  
=  𝑦 2,1,0,0 + 𝑤 0,0, −1,1 : 𝑦, 𝑤 ∈ ℝ =   2,1,0,0 ,  0,0, −1,1   

 Τα δηαλύζκαηα  2,1,0,0  θαη  0,0, −1,1  είλαη γξακκηθώο αλεμάξηεηα θαη ην θαζέλα είλαη 

γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ δηαλπζκάησλ ηεο βάζεο ηνπ ℝ4 άξα ην 𝑉1 ⊂ ℝ4. 

  𝑉1 + 𝑉2 = ℝ4

𝑉1 ∩ 𝑉2 =  0 
 ⇒ 𝑉1 ⊕ 𝑉2 = ℝ4 

 Άξα ην 𝑉2 πξέπεη λα απνηειείηαη από δύν δηαλύζκαηα ηα νπνία ζα είλαη γξακκηθώο 

αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο θαη κε ηα δηαλύζκαηα ηνπ 𝑉1. Έηζη 
 𝑉2 =   0,1,0,0 ,  0,0,0,1   
 

Β)  𝛢𝛸𝜇 = 𝛣

𝛢𝛸𝜊 = 0
 ⇒ 𝛢𝛸𝜇 + 𝛢𝛸𝜊 = 𝛣 + 0 ⇒ 𝛢 𝛸𝜇 + 𝛸𝜊 = 𝛣 

 Άξα ηα 𝛸 = 𝛸𝜇 + 𝛸𝜊  απνηεινύλ ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 
Θέμα 4 

 𝛴 :

2𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 − 𝑤 = 𝜅
𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 − 2𝑤 = 𝜆

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑤 = 𝜇
4𝑥 − 2𝑦 + 6𝑧 − 2𝑤 = 𝜈

 



Α) Φέξλνπκε ηνλ επαπμεκέλν πίλαθα   𝛢 𝛣  ζε θιηκαθσηή κνξθή: 
 

  

2 −1 3 −1
1 −2 2 −2
1 1 1 1
4 −2 6 −2

 

𝜅
𝜆
𝜇
𝜈

 𝛤4 → 𝛤4 − 𝛤3 − 𝛤2 − 𝛤1
   

2 −1 3 −1
1 −2 2 −2
1 1 1 1
0 0 0 0

 

𝜅
𝜆
𝜇

𝜈 − 𝜇 − 𝜆 − 𝜅

 𝛤1 → 𝛤1 − 𝛤2 − 𝛤3
  

  

0 0 0 0
1 −2 2 −2
1 1 1 1
0 0 0 0

 

𝜅 − 𝜆 − 𝜇
𝜆
𝜇

𝜈 − 𝜇 − 𝜆 − 𝜅

 𝛤2 → 𝛤2 − 𝛤3
   

0 0 0 0
0 −3 0 −3
1 1 1 1
0 0 0 0

 

𝜅 − 𝜆 − 𝜇
𝜆 − 𝜇

𝜇
𝜈 − 𝜇 − 𝜆 − 𝜅

 𝛤1 ↔ 𝛤3
  

  

1 1 1 1
0 −3 0 −3
0 0 0 0
0 0 0 0

 

𝜇
𝜆 − 𝜇

𝜅 − 𝜆 − 𝜇
𝜈 − 𝜇 − 𝜆 − 𝜅

  

 
Άξα γηα λα είλαη ζπκβηβαζηό ην ζύζηεκα πξέπεη: 

 𝜈 − 𝜇 − 𝜆 − 𝜅 = 0
𝜅 − 𝜆 − 𝜇 = 0

 ⇒  𝜈 = 𝜇 + 𝜆 + 𝜅
𝜅 = 𝜆 + 𝜇

 ⇒
𝜈 = 2𝜇 + 2𝜆
𝜅 = 𝜆 + 𝜇

 

 
Β) Έζησ 𝑈 =   𝜅, 𝜆, 𝜇, 𝜈 : 𝜅 = 𝜆 + 𝜇, 𝜈 = 2𝜇 + 2𝜆  
 𝑈 =   𝜆 + 𝜇, 𝜆, 𝜇, 2𝜆 + 2𝜇 : 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ =  𝜆 1,1,0,2 + 𝜇 1,0,1,2 : 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ =   1,1,0,2 ,  1,0,1,2   
 

 Τα δηαλύζκαηα ηνπ 𝑈 είλαη γξακκηθώο αλεμάξηεηα θαη ην θαζέλα από απηά είλαη γξακκηθόο 

ζπλδπαζκόο ησλ δηαλπζκάησλ ηεο βάζεο ηνπ ℝ4 άξα ην 𝑈 ⊂ ℝ4. 
 Μηα βάζε ηνπ 𝑈 είλαη ε:   1,1,0,2 ,  1,0,1,2  . 
 Η δηάζηαζε ηνπ 𝑈 είλαη dim 𝑈 = 2. 
 
Γ) Αλ  𝜅, 𝜆, 𝜇, 𝜈 =  0, −1,1,0  ηθαλνπνηνύληαη νη ζρέζεηο ζην Α άξα ην ζύζηεκα είλαη ζπκβηβαζηό. 

Έρνπκε ηόηε: 

  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑤 = 1
−3𝑦 + 𝑧 − 3𝑤 = −2

 ⇒
𝑥 = 3 − 4𝑦 − 4𝑤
𝑧 = 3𝑦 + 3𝑤 − 2

 

 Άξα:  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 =  3 − 4𝑦 − 4𝑤, 𝑦, 3𝑦 + 3𝑤 − 2, 𝑤 = 
=  3,0, −2,0 + 𝑦 −4,1,3,0 + 𝑤 −4,0,3,1 , 𝑦, 𝑤 ∈ ℝ 

 
 Γηα ηε ιύζε ηνπ αληίζηνηρνπ νκνγελνύο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζρέζε ζην 3.Β. Μηα ηπραία 

ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 =  3,0, −2,0  γηα 𝑦, 𝑤 = 0. Αθαηξώληαο ηε ιύζε απηή 
από ηε γεληθή πνπ βξήθακε πην πάλσ ζα πάξνπκε ηε ιύζε ηνπ αληίζηνηρνπ νκνγελνύο 
ζπζηήκαηνο: 

 𝛸𝜊 =  3,0, −2,0 + 𝑦 −4,1,3,0 + 𝑤 −4,0,3,1 −  3,0, −2,0  
= 𝑦 −4,1,3,0 + 𝑤 −4,0,3,1 , 𝑦, 𝑤 ∈ ℝ 


